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Algoritmo para calculo da distribuicdo preditiva do nimero de usuarios no
sistema em uma fila M/M/1 com abordagem bayesiana

1- Introducéo

Para que uma fila seja formada tém-se a entrada de usuarios em um determinado ambiente superior a capacidade que
esse ambiente tem de atendé-los de forma imediata. As filas podem ser definidas a partir de suas caracteristicas que podem
ser descritas como: 0 processo de chegada; a capacidade do sistema; o tempo de servi¢o; o nimero de servidores; a
populacéo de usudrios; a disciplina de atendimento. A nomenclatura sugerida por [2], cuja forma é A/B/c/k/Z, sugere que A
seja a distribuicdo do tempo entre as chegadas, B a distribuicdo do tempo de servi¢o, ¢ 0 nimero de servidores, k a
capacidade da fila de espera e Z a disciplina de atendimento. O modelo classico Markoviano descreve uma fila do tipo
FIFO, First In First Out, com chegada exponencial, M, servi¢co exponencial, M, 1 servidor para atendimento e capacidade
infinita. A otimizacgdo de filas auxilia empresas a reduzir custos e melhorar seus servigos de atendimento. O objetivo desse
trabalho € apresentar um algoritmo que seja capaz de oferecer o valor da distribuicdo preditiva, com enfoque bayesiana, do
namero de clientes de uma fila, sendo ela do tipo M/M/1, dispondo-se de dados a priori e a posteriori.

2- Metodologia
2.1- Filas M/M/1

Presume-se que a fila esteja em equilibrio e isso implica em g, intensidade do trafego, seja < 1. Sabendo-se que g é
uma distribuicdo de Poisson com taxa de chegada 4 e tempo de servigo u. Matematicamente isso implica que: g < 1
— 4 = u, 0 que confirma o equilibrio da fila, caso contrario haveria uma "explosdo" do sistema, ou seja, a fila cresceria
continuamente em tamanho. Dessa forma, o nimero de usuarios, ap6s o equilibrio, pode ser calculado pela equacédo de
distribuicdo de probabilidade geométrica:

PIN=nl=p,=p"Q-pl0<p<1lnz=0 )

2.2- Inferéncia Bayesiana

Para fazer inferéncias sobre g, trabalha-se com distribuicBes a priori, #(#), e a posteriori, g(&|x}), sendo eles
explicados como: os que sdo baseados em conhecimentos prévios do comportamento randdémico do parametro de interesse
sdo dados a priori e podem ser tanto subjetivas quanto objetivas; os que sdo obtidos como amostras através de medicGes
sdo, portanto, dados a a posteriori. A distribui¢do a posteriori de pode ser descrita como:

Li{g, x}nlg) _ a(x|a)w(g) 5
R 2

Tendo em vista a andlise de uma amostra do nimero de usudrios no sistema como x;....x,, a fungdo de
verossimilhanca é dada por:

nl(flx) =

L) = | [0 - @)% = 1 - p)mpBam, 3)
=1

Assumindo que, mesmo que g esteja entre 0 e 1, ele esteja mais especificamente entre valores de a e b de tal forma que
0 <a<p <b<1,entdo pode-se assumir que a g possui uma distribuicdo uniforme truncada que pode ser descrita como:

alp) xp® A -p)? L 0<p<la=0b>0.

Partindo da combinando das equagdes (2) e (3), a equacéo a posteriori pode ser descrita como:
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Mo+ X, x;+n+b)
IMa + X, x)0(n +b)

Wﬁctelf] - BE+E}!=1I[—L|:1 _ 9] n+b-1 {4.]

Pode-se entender entfo que [T NC(8]%) ~ Beta(a + I, x;:n + b), portanto tém-se a fungo de probabilidade [INC:

1 -
- eyl 1— ”+E_1,U = =1
myelpldados) =4 Bla + yin + b) P ( p) =Pz )
0. caso contrario.

Comy =X, x.

Conforme sugere [3] em seu trabalho, tendo ¥, x; como sendo amostras randdmicas de uma distribuicdo f{x|6) que

determinam a taxa de entrada de usudrios, os pardmetros a e b como dados a priori, entdo a distribuicdo preditiva a
posteriori pode ser descrita como:

Bla+y+mn+b+1)

P:.'+_].'—1.|:1 _ p:]”"'a_l,ﬂ EP <1

e (pldados) = Bla+yin+b) (6)
0, caso contririo.
Comy =X, x;.
2.3 Contribuicéo: calculo da distribuicdo
Fazendo: O
Fix) Ty
H—G+}?;ﬂ—ﬂ+ﬁ,5{xj’]—m (7

Entdo, pode-se reescrever a equacdo (6) usando as substituicdes propostas em (7) para:

e + mJTE +1)
Me+f+m+1 ®
[a)T(g)
Tz + §)

Sabendo-se que a funcdo de distribuicdo I'(x) tem como propriedade: ['(x) = (x — 1)T'(x — 1) e sabendo que I'(.) n&o
assume resultado igual a 0, pode-se desenvolver a equacao (8) de forma que:

le+m—1Mag+m—2) ..loe +m—mITa) fT(H)
a+f+m+1-De+f+m+1-2D. . @+f+m+1-—m—1)(a+ F)
@) ()
Tz + 5)

De forma que (9) se torna:

lg+m—1lag+m—-2)..la + m —m)j
le+p+m+1-1ae+f+m+1-2D .. la+f+m+l-—m-

n O

O algoritmo que descreve o comportamento da funcdo 10 pode ser descrito como:



° FEPEG

FORU ENSINO - PESQUISA
EXTENSAO - GESTAO
RESPONSABILIDADE SOCIAL: INDISSOCIABILIDADE
ENSINO, PESQUISA E EXTENSAO UNIVERSITARIA

5 € ISSN 1806-549 X

FAPEMIG ~ FADENOR

Unimontes

resultado = 1
forido < 1atéi<m+ 2com passo 1
ifi # m+ 1then
cima « (o +m — i)
end if
baixo«= (z+ 5+ m+1—1i)

cima
resultado+ resultado * ——
BILED

cima+«1
end for
resultado = resultado * &

A fim de evitar que o valor calculado venha a se tornar um nimero muito grande na parte superior e muito grande na
parte inferior da fracdo, o que impossibilitaria o calculo para alguns valores de m, optasse por calcular a divisdo da fracdo a
medida que a funcdo vai sendo calculada. Em termos de complexidade em relacdo ao tempo de execucdo ele pode ser
descrito como um algoritmo de complexidade linear, uma vez que o cédigo se repetird sempre m vezes, portanto recebe a
notacdo O(m).

3- Resultados

Foi utilizada a linguagem Python para a simulacdo dos dados. Os parametros a priori foram sugeridos por [3] como
valores para a distribuicdo Beta (0.6,1.7), ou seja, ttm-se a = 0,6 e b = 1,7, e da posteriori foram utilizados os parametros
sugeridos por [5] com n = 200, £ xi = 38. Portanto, obtém-se param = 0, .... 3, os valores descritos na tabela 1.

4- Conclusdes e Recomendagdes

Para calcular a distribui¢do preditiva através da formula verifica-se néo ser possivel a utilizagéo de calculadora ou de um
software devido aos valores que a funcdo I'(.} assume. Com o algoritmo ora apresentado, torna-se possivel o calculo da
mesma para quaisquer valores obtidos através de simula¢es. Como trabalhos futuros, sugere-se a utilizacdo do algoritmo
para sistemas de filas mais gerais tais como M/G/1, bem como para outros valores de parametros.
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Tabela 1. Resultados do algoritmo para valores de m=0,...,5, com os valores de: a= 0,6, b=1,7, n=200 e L xi = 38,

Valor

0.839367
0.134271
0.021944
0.003662
0.000624
0.000108




