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FAPEMIG ~ FADENOR

Existéncia e multiplicidade de solucdes de problemas elipticos pelo método da
variedade de Nehari

Introducéo

Pelo Principio de Dirichilet, a solugdo de uma equagdo diferencial juntamente com uma condigdo de fronteira pode
ser obtida como minimizador de um funcional apropriado. A ideia principal embutida no Principio de Dirichilet é a
interpretacdo de um problema diferencial, escrito abstratamente como F(u)=0, como ®'(u)=0, sendo ® um

funcional adequado definido em um conjunto de fungdes, e @' a diferencial de @ . Em outras palavras, zeros de
F séo vistos como pontos criticos (ndo necessariamente minimos) de ® . A equagdo @'(u) =0 é equacéo de Euler ou

equacdo de Euler-Lagrange associada a @ .
Muitas vezes, verifica-se que é muito mais facil encontrar um ponto critico de ® do que trabalhar diretamente na
equacdo F(u)=0. Além disso, em inumeras aplicagdes, o funcional ® tem um significado fisico por ser, em alguns

casos, a integral de um Lagrangeano, sendo esta integral conhecida por muitos autores como Funcional Acéo.
Portanto, encontrar um ponto de minimo de @ significa ndo so resolver a equagao diferencial, mas encontrar a solucgéo
de acdo minima, frequentemente de particular relevancia em problemas concretos. A interpretacdo de ® como uma
energia é tdo frequente que os funcionais associados a problemas diferenciais sdo normalmente chamado funcionais de
energia, mesmo quando o problema néo tem aplicacdes fisicas diretas.

Acontece, muitas vezes, que o funcional ® associado ao problema de valor de fronteira é ilimitado inferiormente.
Portanto, nenhuma minimizagao € possivel no espaco inteiro, sendo necesséria, entdo, a restricdo de ® a um conjunto
onde ele seja, de fato, limitado inferiormente, o que possibilita, em alguns casos, sob algumas hipoteses, resolver o
problema, uma vez que um ponto critico de @ nesse conjunto sera um ponto critico de ® no espago inteiro. A
variedade de Nehari € um exemplo de conjunto onde esta minimizagéo pode ser realizada.

Este trabalho foi realizado tendo A. Szulkin e T. Weth (2004) como principal referéncia e teve como objetivo
utilizar o Método da Variedade de Nehari para provar a existéncia e multiplicidade de solugdes para o problema
eliptico
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em que Q é um aberto limitado do IR" , A<4 , sendo A 0 primeiro autovalor de —A em Q e
f e C(Qx IR, IR) é uma funcéo satisfazendo a restri¢do de crescimento
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paraalgum a>0 e 2<q<2", sendo que 2" representa aqui a imersio de Sobolev de H(Q)) em LP(Q), e tem valor
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0, se N=1ou N=2.

Material e métodos
Pesquisa bibliografica em artigos, livros, dissertagdes e teses.
Resultados e discusséo

Procuramos solugdes de (1) definidas no espaco de Hilbert Hé(Q) .

Apoio financeiro: CAPES
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Definig&o 1: (Solugdo fraca) Uma fungdo u e H3(QY) satisfazendo a igualdade
I Vu-Vvdx—ﬂI uvdx:j fvdx VveHy(Q)
Q Q Q
¢ chamada solugdo fraca do problema (1), com
N
au ov
Vu-W=vVu(x)-vv(x) = » —(x)—(x
09 VU0 =D 5 095 0

denotando o produto interno usual do espago IR".
A norma usual do espago Hé(Q) é equivalente a norma

jl=( IQIWsz

<u,v>=J-Vu~Vv dx.
Q

que é gerada pelo produto interno

Aqui, 0 espaco Hé(Q) esta sendo considerado com essa norma.

Consideremos o funcional “energia” @ : Hg(€2) — IR dado por

d(u):= %L' vu P dx—%J.Q /1u20|x—J'Q F(x,u) ole%||u||2 ~1,u)— 1(u)
em que
F (x,u) =j0“ f(x,s)ds.

Lema 1: @ estd bem definido.
Lema 2: (Diferenciabilidade de @) O funcional ® é de classe C*(Q}, IR) e

D' (u)v ::I Vu-VWv dx—ﬂ.[ uvdx—j f(x,u)dx Vve Hé(Q).
Q Q Q
Teorema 1: Suponhamos que f seja continua e satisfaca (2). Entéo:
a) ®eCHQIR)e @'(u)=0 seesomentese u e Hé(Q) for uma solugdo fraca de (1).
b) Os funcionais | e I, sdo (sequencialmente) fracamente continuos, isto &, se u, converge fracamente para u,
entdo I(u,) converge fortemente para I(u).

c) Os operadores I'e I, sdo completamente continuos, isto é, se u, converge fracamente para u, entdo
I'(u,,) converge fortemente para 1'(u) e 1;"(u,) converge fortemente para I,'(u).

d) Se f(x,u)=o(u) quando u—»0, entdo I,'(u) =ouf e I;(u) =0(||u||2) quando u — 0 em H3(Q).

e) Se N =1, entdo f ndo precisa satisfazer a restri¢do de crescimento (2).
Definigéo 2: Sejam E um espaco de Banach real e ®  C'(E, IR) um funcional. O conjunto

N.={u € E\{0}): ®'(u)u =0}
é chamado Variedade de Nehari.
Assuma, sem perda de generalidade que @(0)=0. Assuma também que, para cada we S={weE:|w|=1, a

funcdo ¢« =®(sw)atinja um Uanico méaximo s, e(0,) tal que «,'(s)>0 sempre que O<s<s, e
a,,'(s) <0sempre que s>s, e S, >0 paraalgum ¢ >0, independente de we S (veja fig.1). Esta suposi¢do garante

que, para cada direcdo we S fixada, o método da Variedade de Nehari obtém pontos criticos simplesmente ao analisar
a funcéo real «,, :[0,0) — IR. Se definirmos c¢= im; ®(u), sob condigdes apropriadas de @, espera-se que cseja
ue

atingido em algum ug €N e que u, seja um ponto critico de @ em E (expressamos este notavel fato dizendo que N é
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uma restricdo natural para @) e, portanto, uma solucdo da equagio (1). Prova-se que u, € N é um ponto critico

sempre que ®(u,) =c.

Definigdo 3: Seja E um espaco de Banach e @ e C*(E, IR). Dizemos que @ satisfaz a condicdo de Palais-Smale em

E se toda sequéncia de Palais-Smale (u,) para @, com u, € E para todo n, contém uma subsequéncia convergente.
Seguindo M. Willem (1996) definimos o que chamamos de Estado Fundamental ou ponto critico de menor energia:

Definigdo 4: (Estado Fundamental ou ponto critico de menor energia) Seja ® e C*(Q, IR) um funcional. Um ponto

critico u= 0de @ tal que ®(u)=c, sendo c= JQL ®(u), é chamado estado fundamental ou ponto critico de menor

energia.
Teorema 1: Se E é um espaco de Banach de dimensdo infinita, ® e C(S, IR) ¢ limitado inferiormente e satisfaz a
condicdo de Palais-Smale, entdo @ tem infinitos pares de pontos criticos.

Teorema 2: Seja E um espagco de Hilbert e suponha que ®(u) = %||u||2 —1(u), sendo
i) 1;'(u)=0|uf quando u —0;
. I'(su)u . . .
ii) s> ——2—6estritamente crescente paratodo u = 0e s>0;
S

... I'(su . .

iii) (2 ) — oo uniformente para u em subconjuntos fracamente compactos de E \{0} quando s —
u

iv) I' é completamente continuo.

Entdo a equacdo ®'(u) =0 tem uma solucdo de estado fundamental. Além disso, se | é par, entdo esta equacdo tem
infinitos pares de solugdes.

Concluséo

Apos a realizacdo deste trabalho conclui-se que o método da Variedade € uma ferramenta bastante til para provar a
existéncia de solucdes de problemas elipticos que satisfazem certas propriedades, como acima. Pela pesquisa
bibliogréafica realizada, foi possivel ver que este método tem sido bastante utilizado nas pesquisas recentes de Equagdes
diferenciais Parciais.
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Figura 1: O grafico de ., = @(sw)¢é exibido para s>0e w €S fixado, ressaltando o Gnico méaximo s,, € (0,) tal que

a,,'(s) >0 sempre que 0 <5 <5, e &,'(s)<0sempre que 5>, .



